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Elementi di Analisi Matematica e Ricerca Operativa – prova del 6 luglio 2016 
1) Discutere il seguente problema di Programmazione Lineare: 
 Trovare il massimo di p x1, x2, x3, x4( ) = x1 +16 x2 + 20 x3 + 24 x4  con i vincoli xk ! 0 1" k " 4( )  e 
  
x2 + 4 x3 + x4 = 8
x1 + x2 + 5 x3 + 2 x4 = 18
x1 ! x2 + x3 " 4
#
$
%
&%  
 Può essere utile notare che, se indichiamo con Ak 1! k ! 4( )  le colonne della matrice dei coefficienti, con 
B la colonna dei termini noti e A5 =
0
0
1
!
"#
$
%&
, risulta A3 = A1 + 4A2 + 4A5 , A4 = A1 + A2 , 
B = 10A1 + 8A2 + 2A5 . 
Svolgimento.  Siccome il terzo vincolo è in forma di disuguaglianza, introduciamo la variabile “di scarto” 
x5 ! 0  e riscriviamo il sistema nella forma 
 
x2 + 4 x3 + x4 = 8
x1 + x2 + 5 x3 + 2 x4 = 18
x1 ! x2 + x3 + x5 = 4
"
#
$
%$
     cioè     x j Aj
j=1
5
& = B  
dove gli Aj  sono le colonne della matrice dei coefficienti e B la colonna dei termini noti. 
Scegliamo come base di  A
* = !3 , l’insieme  B1 = A1, A2,A5{ } . 
Si costruisce allora la prima tabella del simplesso come segue: 
A1 A2 A3 A4 A5 B
xv1 = x1 cv1 = c1 = 1 1 0 1 1 0 10
xv2 = x2 cv2 = c2 = 16 0 1 4 1 0 8
xv3 = x5 cv3 = c5 = 0 0 0 4 0 1 2
0 0 45 !7 0 138
z1 ! c1( ) z2 ! c2( ) z3 ! c3( ) z4 ! c4( ) z5 ! c5( ) z( )
 
Siccome z4 ! c4 < 0  e almeno uno degli  !!,4  è positivo, bisogna operare la “trasformazione pivotale” facendo 
entrare nella base il vettore A4  al posto di uno di quelli presenti. 
La scelta del vettore che deve uscire avviene confrontando !1
"1,4
= 10  e !2
"2,4
= 8 ; siccome il più piccolo tra 
questi rapporti è !2
"2,4
= 8 , entra nella nuova base il vettore A4 , che prende il posto di A2 . 
La trasformazione pivotale avviene operando sulle righe della matrice della tabella in modo che le colonne 
della base canonica figurino, nell’ordine, in corrispondenza di A1, A4, A5 .  Con semplici calcoli si ottiene la 
nuova tabella del simplesso relativa alla base  B2 = A1, A4, A5{ } , ordinata come scritto. 
A1 A2 A3 A4 A5 B
xv1 = x1 cv1 = c1 = 1 1 !1 !3 0 0 2
xv2 = x4 cv2 = c4 = 24 0 1 4 1 0 8
xv1 = x5 cv3 = c5 = 0 0 0 4 0 1 2
0 7 73 0 0 194
z1 ! c1( ) z2 ! c2( ) z3 ! c3( ) z4 ! c4( ) z5 ! c5( ) z( )
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Tutti i numeri zk ! ck( )  sono ! 0 , quindi l’algoritmo è terminato e ci offre una soluzione ottimale 
x1, x2, x3, x4, x5( ) = 2,0,0,8,2( ) ; in questo punto la funzione p assume il valore massimo nella regione 
ammissibile, che è z = 194 . 
2) Poniamo, per ogni  x !! , f x( ) = sen ! x( ) + "1( )1+ x#$ %& , in cui  x!" #$ = max n%!; n & x{ }  indica la parte 
intera di x. 
 a) Disegnare il grafico di f e dimostrare che f è adatta per definire una distribuzione di tipo funzione 
 
Tf ! "D !( ) . 
 b) Descrivere la distribuzione Tf( )! , cioè spiegare come si esprime Tf( )! ,"  per una generica 
 ! "D !( ).  
Svolgimento. 
a) T è limitata, periodica di periodo 1, continua in tutti gli  x !! "" ; nei punti  x !!  ha discontinuità di prima 
specie con “salto” di ampiezza 2 ! "1( )x+1 .  f è pertanto localmente sommabile, e quindi adatta per definire una 
distribuzione di tipo funzione.  La figura mostra il grafico di f. 
 
 
b) f è derivabile in tutti i punti  x !! "" , e in questi punti !f x( ) = "cos " x( ) ; nei punti di ascissa  x !!  la 
derivazione di Tf  produce una distribuzione !  moltiplicata per 2 ! "1( )x+1 ; quindi 
 
 
Tf( )! = "cos " x( ) + 2 #1( )n+1$ n( )
n%!
&  
cioè, per ogni  ! "D !( ) , 
 
 
Tf( )! ," = #cos # x( )" x( ) dxsupp"$ + 2 %1( )n+1" n( )n&!'supp"(
. 
3) Sia  f :!! ! , e per ogni  x !! , f x( ) = x
2 . 
 a) Stabilire quante sono le restrizioni di f a opportuni sottoinsiemi A di  !  tali che f A  sia invertibile in A 
con A massimale per questa proprietà, cioè se A! B  (inclusione propria), allora f B  non è invertibile. 
 b) Stabilire quante e quali sono le restrizioni di f a opportuni sottoinsiemi A di  !  tali che f A  sia 
invertibile in A con A massimale per questa proprietà e inoltre f A( )!1  sia continua. 
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Svolgimento. 
a) Affinché la restrizione di f sia massimale riguardo all’invertibilità, bisogna che il dominio di f A( )!1 , cioè 
f A( ) , sia l’immagine di f, cioè sia  f A( ) = f !( ) = 0,+![ [ .  Poiché  ! x , y"! , f x( ) = f y( )# x = y , 
l’insieme A non deve contenere coppie di elementi non nulli e opposti uno dell’altro.  Se A! ;! "I{ } , con I 
insieme di indici, è una partizione di 0.+![ [ , e I1, I2{ }  è una partizione di I, poniamo: 
 !A" =
A" se " #I1
$A" se " #I2
%
&
'
 
(!A"  significa  x !!; " x !A#{ } ); poi poniamo: 
 
A = !A"
"#I
! .  Allora f A  è iniettiva e f A( ) = 0,+![ [ ; quindi 
l’insieme A soddisfa i requisiti.  Evidentemente di insiemi A così fatti ce ne sono infiniti (con infinità più che 
numerabile). 
Per esempio, per meglio chiarire il concetto, siano A1 = 0,2[ [ , A2 = 2,+![ [ , quindi I = 1, 2{ } ; poi prendiamo 
I1 = 1{ } , I2 = 2{ } , quindi !A1 = 0,2[ [ , !A2 = "#,"2] ] .  Allora f A è invertibile; f A( )!1 : 0,+"[ [# A  è la 
funzione definita da: 
 f A( )!1 x( ) = x se x " 0,4[ [! x se x " 4,+#[ [
$
%
&
'&
 
b) Il dominio di f A( )!1 , come osservato in (a), deve essere 0,+![ [ , e necessariamente f A( )!1 0( ) = 0 , 
mentre per ogni x ! 0,+"] [  è f A( )!1 x( ) " 0 .  Se f A( )!1  è continua, non potendosi annullare mai in 0,+!] [ , 
essa deve mantenersi sempre positivo oppure sempre negativa in tale intervallo, a causa del Teorema degli zeri.  
Allora ci sono soltanto due possibilità per la scelta di A: A = 0,+![ [  oppure A = !",0] ] , e in ciascuno di questi 
due casi, rispettivamente, f A( )!1 x( ) = x  oppure f A( )!1 x( ) = ! x . 
4) Sia f x( ) = ex ! 2( )ln x2 + x3( ) , definita nel suo dominio naturale. 
 a) Determinare il valore (finito o infinito) di 
 
! = lim
x!"1
f x( ) , motivando la risposta. 
 b) Verificare secondo la definizione di limite che 
 
lim
x!"1
f x( ) = !  determinato sopra. 
Svolgimento. 
a) Poiché lim
x!"1
ex " 2( ) = e"1 " 2 < 0  e limx!"1ln x2 + x3( ) = "# , risulta  ! = +! . 
b) Tenendo presente che il dominio naturale di f è !1,0] [" 0,+#] [ , si deve verificare che 
 ! M > 0 " # > 0,! x x $ %1,%1+ #] [& f x( ) > M( )  
in cui si suppone ! <1 , cosa che non pregiudica la generalità ma rende più semplice l’esposizione.  Conviene 
scrivere la disuguaglianza « f x( ) > M»  nella forma: 
(*) 2 ! ex( ) " ! ln x2 + x3( )( ) > M  
perché in questo modo f x( )  appare come prodotto di due fattori entrambi positivi, se x ! "1,0] [ .  In 
particolare, per questi x si ha 2 ! ex > 2 !1= 1 ; quindi affinché valga (*) è sufficiente che sia 
(**) ! ln x2 + x3( ) > M . 
 4 
Ora abbiamo 
 ! ln x2 + x3( ) = !2 ln x ! ln 1+ x( ) > ! ln 1+ x( )  
perché !2 ln x > 0  se x ! "1,1] [ .  Infine 
 ! ln 1+ x( ) > M " ln 1+ x( ) < !M "1+ x < e!M " x < !1+ e!M . 
Perciò, se x < !1+ e!M  allora è soddisfatta (**) e quindi anche (*); la verifica è riuscita, con ! = e"M . 
5) Mario riceve da una Banca una somma di denaro in prestito al tasso annuo composto del 3%, da restituire 
in unica soluzione tra 10 anni.  Non avendo immediata necessità del denaro ricevuto, egli lo presta a sua 
volta a Ignazio, al tasso annuo 5%, ottenendo la completa restituzione dopo 7 anni, in unica soluzione; da 
questo momento Mario mantiene presso di sé l’importo ricevuto, improduttivo di interessi, e allo scadere 
del 10° anno rimborsa la Banca come stabilito. 
 a) L’operazione finanziaria è risultata per Mario vantaggiosa oppure svantaggiosa, vale a dire, l’importo 
che Mario restituisce alla Banca è superiore o inferiore a quello che Ignazio gli ha corrisposto? 
 b) La restituzione del denaro a Mario da Ignazio avviene ora non più tra 7 anni, ma tra un tempo x 
incognito.  Calcolare ( in anni, mesi, giorni) x che rende l’operazione indifferente per Mario, ossia senza 
guadagno né perdita. 
 c) Descrivere come si può ricavare una buona approssimazione del valore di x del punto (b), senza 
disporre di strumenti di calcolo ma soltanto carta e penna 
Svolgimento. 
a) Sia C l’importo ottenuto (ma potremmo ragionare su 1€).  L’importo che Mario restituirà dopo 10 anni è 
 M1 = C ! 1.03( )10 = C !1. 3439  
mentre l’importo che Mario riceve da Ignazio dopo 7 anni è 
 M2 = C ! 1.05( )7 = C !1. 4071 
Siccome M2 > M1, l’operazione è complessivamente favorevole per Mario, che alla scadenza del 10° anno 
avrà conseguito un guadagno pari a M2 !M1 = C "0.0632  
b) Bisogna che sia C ! 1.05( )x = C ! 1.03( )10 , cioè 1.05( )x = 1.03( )10 ;  x ln 1.05( ) = 10 ln 1.03( )  e quindi 
 x = 10 ln 1.03( )ln 1.05( ) = 6. 0584  cioè 6 anni e 21 giorni. 
c) Per valori abbastanza piccoli di t è ln 1+ t( ) ! t ; quindi ln 1.03( ) ! 0.03  e ln 1.05( ) ! 0.05 ; quindi 
un’approssimazione ragionevole per x è 
 x ! 10 "0.030.05 = 6 ; 
l’errore di approssimazione è dunque di 21 giorni, su 6 anni e 21 giorni, pari a 2211 giorni; l’errore relativo è 
pertanto 212211 = 0. 0095 = 0.95% . 
6) Giulio assiste alla finale di Champions League tra Real Madrid e Atletico Madrid, e ritiene che la 
probabilità di vittoria del Real sia 70%.  Avendo a disposizione 100€, Giulio può scommettere alla pari 
l’intera somma o una sua frazione x sulla vittoria del Real (vale a dire: in caso di vittoria del Real riceverà 
2x, altrimenti nulla). 
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 a) Stabilire quale importo x conviene scommettere sul Real, in base al criterio della speranza matematica 
dell’importo che Giulio avrà alla fine della partita, avendo fatto la scommessa. 
 b) Stessa domanda, assumendo come criterio di scelta la massima utilità attesa dell’importo posseduto a 
fine partita, con funzione utilità u t( ) = t ! t
2
400 . 
Svolgimento. 
a) La variabile che esprime l’importo posseduto da Giulio alla fine della partita, avendo scommesso x sulla 
vittoria del Real è così descritta: 
 Valori di X 100 + x 100 ! xprobabilità 0.7 0.3  
La speranza matematica è 
 E X( ) = 100 + x( ) !0.7 + 100 " x( ) !0.3= 100 + 0.4 ! x  
che si desidera massima, al variare di x tra 0 e 100; il massimo è (ovviamente) raggiunto per x = 100 .  Il 
risultato era prevedibile, perché la scommessa è vantaggiosa quindi, se non c’è avversione al rischio, conviene 
puntare il massimo. 
b) L’utilità attesa è 
 
E u X( )( ) = u 100 + x( ) !0.7 + u 100 " x( ) !0.3= 100 + x " 100 + x( )
2
400
#
$
%
&
'
( !0.7 + 100 " x "
100 " x( )2
400
#
$
%
&
'
( !0.3=
= 75 + 0.2 x " 0.0025 x2 ) f x( )
 
quindi !f x( ) = 0.2 " 0.005 x ; questa è positiva se x < 40 ; quindi il massimo dell’utilità attesa si ottiene per 
x = 40 ; in base a questo criterio la scelta ottimale per Giulio è di scommettere 40€ sul Real, mantenendo in 
portafoglio i rimanenti 60€. 
